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イントロダクション



S(ρA | |ρB) ≡ Tr [ρA ln ρA − ρA ln ρB]

Tr[ρA] = Tr[ρB] = 1, ρA = ρ†
A, ρB = ρ†

B

証明 

• 相対エントロピーは二つの確率分布関数 と に対して定義されるρA ρB

相対エントロピー

- 重要な性質: 相対エントロピーは非負の量

: ある凸関数f(x) ⇒ Tr[ f(ρA) − f(ρB) − (ρA − ρB)f′￼(ρB)] ≤ 0

S(ρA | |ρB) ≥ 0

相対エントロピーは二つの確率分布間の違いを特徴付ける 
⇒ 物理においても重要な役割をしうる

   (凸関数)f(x) → − x ln x

 等号は のときのみに成り立つ ρA = ρB f′￼(xB)
f(xA) − f(xB)

xA − xB
≤≤f′￼(xA)

xB xA

f(xB)

f(xA)

f′￼(xB)

( f(xA) − f(xB))/(xA − xB)

f′￼(xA)

凸関数の性質 



H: 熱浴系

S: 系
ユニタリーな時間発展

ρS ⊗ ρH= ρS ⊗ e−β⋅HH /ZH

: 熱浴系の逆温度, : 熱浴系のハミルトニアン β HH

相対エントロピーの非負性と熱力学第二法則

UρS ⊗ ρHU†

Sの終状態 =  TrH[UρS ⊗ ρHU†] ≡ ρ̃S

• 相対エントロピー:

S(ρS ⊗ ρH | |U†ρ̃S ⊗ ρHU) = − TrS [ρ̃S ln ρ̃S] + TrS [ρS ln ρS] − β ⋅ (Tr [ρS ⊗ ρHHH] − Tr [UρS ⊗ ρHU†HH])

= ΔS − β ⋅ Q ≥ 0 クラウジウス不等式

[T. Sagawa, arXiv: 1202.0983]
相対エントロピーの非負性は熱力学の第二法則と関係している 



S(ρA | |ρB) ≡ Tr [ρA ln ρA − ρA ln ρB] ≥ 0
• 相対エントロピーは二つの確率分布間の違いを特徴付ける量

等号は のときのみ成り立つρA = ρB

• 相対エントロピーは確率分布関数で定義される二つのもの間の違いを特徴付け
る

S(ρA | |ρB)Heat bath 

System ≥ 0Heat bath 

System 

適切な確率分布

第二法則と相対エントロピーの非負性の関係から期待できること

全系の始状態

熱力学の第二法則

S(ρA | |ρB)Heat bath 

System ≥ 0?

ほかの確率分布を考えるのはどうか?

何か重要な性質が得られないか?



• Effective Field Theory (EFT):

エネルギースケール

UVの情報
EFT

積分

⇒ 相対エントロピーがEFTに含まれるUVの情報を定量化するのでは?

- UV理論の情報は重たい自由度と軽い自由度間の相互作用を通してEFTに移る

- EFTは動的な重たい自由度を積分することで得られる 

重たい自由度

重たい自由度と軽い自由度間の相互作用がある理論とない理論の違いがUVの情報に対応するはず

相互作用 
軽い自由度

EFTと相対エントロピーの非負性の関係性は?



イントロダクションのまとめ
• 相対エントロピーは二つの確率分布間の違いを定量化する

S(ρA | |ρB) ≡ Tr [ρA ln ρA − ρA ln ρB] ≥ 0
等号は のときのみ成り立つρA = ρB

• 相対エントロピーの非負性は熱力学の第二法則と関係している

相対エントロピーからUVの情報についての重要な性質を得られないか?

S(ρA | |ρB)Heat bath 

System ≥ 0Heat bath 

System 熱力学の第二法則

S(ρA | |ρB)Heat bath 

System ≥ 0? 何か重要な性質が得られないか?

適切な確率分布全系の始状態



今回のトークの内容
イントロダクション

二つの理論の間の相対エントロピー 

エントロピーから生じる制約の例

まとめ

- 私たちのアイデア

- 相対エントロピーの計算方法

- トップダウンアプローチ

- ボトムアップアプローチ



二つの理論の間の相対エントロピー



Ex. ρA ρB

S(ρA | |ρB) > 0 S(ρA | |ρB) = 0

• 相対エントロピーは確率分布関数で定義される二つのものの間の定量的な違
いを表す

相互作用を伴う理論とそうではない理論の間の相対エントロピーを考えるのはどうか?  

• 相対エントロピーは二つの確率分布間の違いを定量化する
私たちのアイデア

S(ρA | |ρB) ≡ Tr [ρA ln ρA − ρA ln ρB] ≥ 0
等号は のときのみ成り立つρA = ρB



• 相対エントロピーは確率分布関数で定義される二つのものの間の定量的な違
いを表す

• 相対エントロピーは二つの確率分布間の違いを定量化する
私たちのアイデア

S(ρA | |ρB) ≡ Tr [ρA ln ρA − ρA ln ρB] ≥ 0
等号は のときのみ成り立つρA = ρB

ρA ρB相互作用を含まない理論 相互作用を含む理論

S( > 0| | )相互作用を含まない理論 相互作用を含む理論

⇒ 各理論に対する確率分布関数を定義しなくてはいけない



理論に対する確率分布関数

確率分布関数: P[ϕ, Φ] = e−I[ϕ,Φ]/Z

• 二つの理論の間の相対エントロピー

S(PA | |PB) ≡ ∫ d[ϕ]d[Φ](PA ln PA − PA ln PB) ≥ 0

where  PA = e−IA/ZA, PB = e−IB/ZB

: ユークリッド化された作用, : 軽い場, : 重たい場 I ϕ Φ

, 分配関数: Z = ∫ d[ϕ]d[Φ]e−I[ϕ,Φ]

• ユークリッド化された作用  で定義される理論の確率分布関数を考えるI



• パラメータ を導入して作用  について考えるg I0[ϕ, Φ] + g ⋅ II[ϕ, Φ]

理論のクラス と の相互作用を含まない ϕ Φ と の相互作用 ϕ Φ

• 次のような作用で表せる理論を考える I0[ϕ, Φ] + II[ϕ, Φ]
where : 軽い場, : 重たい場ϕ Φ

A :  I0[ϕ, Φ] B :  I0[ϕ, Φ] + II[ϕ, Φ]

g
0 1

相対エントロピー  を考えてみるS(PA | |PB)



= ∫ d[ϕ]d[Φ][PA (−ln Z0 − I0) − PA (−ln Zg − (I0 + g ⋅ II))]

   PA = e−I0[ϕ,Φ]/Z0, PB = e−(I0[ϕ,Φ]+g⋅II[ϕ,Φ])/ZgS(PA | |PB) = ∫ d[ϕ]d[Φ][PA ln PA − PA ln PB]

= − ln Z0 + ln Zg + g ⋅ ∫ d[ϕ]d[Φ]PAII

= W0 − Wg + g ⋅ ∫ d[ϕ]d[Φ]PAII Wg ≡ − ln Zg, W0 ≡ − ln Z0

dWg

dg
= −

d ln Zg

dg
= −

1
Zg

dZg

dg
=

1
Zg ∫ d[ϕ]d[Φ]IIe−(I0+g⋅II) = ∫ d[ϕ]d[Φ]PBII ⇒ (

dWg

dg )
g=0

= ∫ d[ϕ]d[Φ]PAII

= W0 − Wg + g ⋅ (
dWg

dg )
g=0

≥ 0

二つの理論の間の相対エントロピーの計算方法



= ∫ d[ϕ]d[Φ][PA (−ln Z0 − I0) − PA (−ln Zg − (I0 + g ⋅ II))]

   PA = e−I0[ϕ,Φ]/Z0, PB = e−(I0[ϕ,Φ]+g⋅II[ϕ,Φ])/ZgS(PA | |PB) = ∫ d[ϕ]d[Φ][PA ln PA − PA ln PB]

= − ln Z0 + ln Zg + g ⋅ ∫ d[ϕ]d[Φ]PAII

= W0 − Wg + g ⋅ ∫ d[ϕ]d[Φ]PAII Wg ≡ − ln Zg, W0 ≡ − ln Z0

= W0 − Wg + g ⋅ (
dWg

dg )
g=0

≥ 0

 はユークリッド有効作用に対して制約を与えるS(PA | |PB)

二つの理論の間の相対エントロピーの計算方法



S(ρA | |ρB) = Tr [ρA ln ρA − ρA ln ρB]

= Tr [ρA (−ln Z0 − β ⋅ H0) − ρA (−ln Zg − β ⋅ (H0 + g ⋅ HI))]
= − ln Z0 + ln Zg + g ⋅ βTr[ρAHI]

= W0 − Wg + g ⋅ βTr[ρAHI] Wg ≡ − ln Zg, W0 ≡ − ln Z0

= W0 − Wg + g ⋅ (dWg/dg)g=0 ≥ 0

場の理論的な計算法で得られた不等式と同じ

二つの理論の間の相対エントロピーの量子力学的な計算方法
   ρA = e−β⋅H0/Z0, ρB = e−β⋅(H0+g⋅HI)/Zg

: 逆温度, : ハミルトニアンの非相互作用項, 

: ハミルトニアンの相互作用項
β H0

HI



二つの理論の間の相対エントロピーについてのまとめ

PA = e−I0[ϕ,Φ]/Z0

PB = e−(I0[ϕ,Φ]+gII[ϕ,Φ])/Zg

• 理論に対する確率分布として以下を考えた

相互作用を伴わない理論: I0[ϕ, Φ]

相互作用を伴う理論:  I0[ϕ, Φ] + II[ϕ, Φ]

⇒ S(PA | |PB) = W0 − Wg + g ⋅ (dWg/dg)g=0
≥ 0 where  Wg ≡ − ln Zg

この不等式は何を意味しているのか? 

• 相対エントロピーは二つの確率分布間の違いを定量化する

S(PA | |PB) ≡ ∫ d[ϕ]d[Φ](PA ln PA − PA ln PB) ≥ 0



今回のトークの内容
イントロダクション

二つの理論の間の相対エントロピー 

エントロピーから生じる制約の例

まとめ

- 私たちのアイデア

- 相対エントロピーの計算方法

- トップダウンアプローチ

- ボトムアップアプローチ



簡単な例: ガウス分布関数で定義された理論

A :  I0[x, X] = M2X2 + m2x2 B :  Ig=1[x, X] = M2X2 + m2x2 + c ⋅ x ⋅ X

g
0 1

• 仮定: は動的な自由度(積分変数), は動的ではない自由度(パラメータとみなして積分しない)  X x

重い自由度と軽い自由度の間の相互作用 

重たい自由度とみなす 背景場のように振る舞う軽い場とみなす 

• 次の二つの関数について考える



A I0[x, X] = M2X2 + m2x2

Ig[x, X] = I0[x, X] + g ⋅ c ⋅ x ⋅ X

確率分布関数理論

B

作用 分配関数

簡単な例: ガウス分布関数で定義された理論

A :  I0[x, X] = M2X2 + m2x2 B :  Ig=1[x, X] = M2X2 + m2x2 + c ⋅ x ⋅ X

g
0 1

相互作用 

PA = e−I0[x,X]/Z0

PB = e−Ig[x,X]/Zg

Z0 = ∫
∞

−∞
dXe−I0[x,X] = e−m2x2 π

m

Zg = ∫
∞

−∞
dXe−Ig[x,X] = Z0 ⋅ eg2c2x2/4M2

相対エントロピー を計算してみるS(PA | |PB)

• 次の二つの関数について考える



A I0[x, X] = M2X2 + m2x2

Ig[x, X] = I0[x, X] + g ⋅ c ⋅ x ⋅ XB

PA = e−I0[x,X]/Z0

PB = e−Ig[x,X]/Zg

Z0 = ∫
∞

−∞
dXe−I0[x,X] = e−m2x2 π

m

Zg = ∫
∞

−∞
dXe−Ig[x,X] = Z0 ⋅ eg2c2x2/4M2

• 相対エントロピー:

S(PA | |PB) = W0 − Wg + g ⋅ (dWg/dg)g=0

簡単な例: ガウス分布関数で定義された理論
確率分布関数理論 作用 分配関数

Wg ≡ − ln Zg

= g2 ⋅ c2 ⋅
x2

4M2
≥ 0

場の理論や量子力学で記述される理論についても同じように相対エ
ントロピーが計算できる



i
・・・σ1 σ2 σ3 σN−1 σN

J

where サイト のスピン: i σi = ± 1

: スピン間の相互作用の強さ

A
確率分布関数理論

B

ハミルトニアン 分配関数

磁場なし

磁場あり 

: 外部磁場M

H0 = − J
N

∑
i=1

σiσi+1

Hg = − J
N

∑
i=1

σiσi+1 − g ⋅ M
N

∑
j=1

σj

動的なスピンと背景磁場の間の相互作用

ρA = e−β⋅H0/Z0

ρB = e−βHg/Zg Zg = Tr[e−βHg]

Z0 = Tr[e−βH0]

Example (2): 一次元Ising模型



• 相対エントロピー:

S(ρA | |ρB) = W0 − Wg + g ⋅ (dWg/dg)g=0

Example (2): 一次元Ising模型

A
確率分布関数理論

B

ハミルトニアン 分配関数

磁場なし

磁場あり 

H0 = − J
N

∑
i=1

σiσi+1

Hg = − J
N

∑
i=1

σiσi+1 − g ⋅ M
N

∑
j=1

σj

動的なスピンと背景磁場の間の相互作用

ρA = e−β⋅H0/Z0

ρB = e−βHg/Zg Zg = Tr[e−βHg]

Z0 = Tr[e−βH0]

= − g2 ⋅ (d2Wg/dg2)g=0/2 + 𝒪(g3)
磁化率に比例する量 



• 相対エントロピー:

S(ρA | |ρB) = W0 − Wg + g ⋅ (dWg/dg)g=0

Example (2): 一次元Ising模型

A
確率分布関数理論

B

ハミルトニアン 分配関数

磁場なし

磁場あり 

H0 = − J
N

∑
i=1

σiσi+1

Hg = − J
N

∑
i=1

σiσi+1 − g ⋅ M
N

∑
j=1

σj

動的なスピンと背景磁場の間の相互作用

ρA = e−β⋅H0/Z0

ρB = e−βHg/Zg Zg = Tr[e−βHg]

Z0 = Tr[e−βH0]

相対エントロピーの非負性は非負の磁化率に対応する

キュリーの法則 

⇒ M2β ⋅ g2 ⋅ β/2 + 𝒪(g3) ≥ 0
高温極限:  βJ ≪ 1

= M2β ⋅ g2 ⋅ βeβJ /2 + 𝒪(g3) ≥ 0
磁化率 



A

確率分布関数理論

B

分配関数
[Allan Adams, Nima Arkani-Hamed, Segei Dubovsky, Alberto Nicolis, and Riccardo Rattazzi, arXiv: 0602178] ※ ϕ → ϕ + const .

PA = e−I0[ϕ,Φ]/Z0

PB = e−Ig[ϕ,Φ]/Zg

Z0 = ∫ d[ϕ]d[Φ]e−I0[ϕ,Φ]

Zg = ∫ d[ϕ]d[Φ]e−Ig[ϕ,Φ]

• 相対エントロピー:

S(PA | |PB) = W0 − Wg + g ⋅ (
dWg

dg )
g=0

Example (3): シフト対称性を持つスカラー場の理論
※

S(PA | |PB) = W0 − Wg + g ⋅ (
dWg

dg )
g=0

=
g2α2

4m2 ∫ (d4x)E(∂μ ϕ̃ ∂μ ϕ̃ )2 ≥ 0

次元8の演算子

⇒
g2α2

4m2
≥ 0

相対エントロピーの非負性は次元8の演算子の係数の非負性に対応している

I0 = ∫ d4x ( 1
2

(∂μϕ∂μϕ) +
1
2

(∂μΦ∂μΦ) −
1
2

m2Φ2)
Ig = ∫ d4x ( 1

2
(∂μϕ∂μϕ) +

1
2

(∂μΦ∂μΦ) −
1
2

m2Φ2 + g ⋅ αΦ(∂μϕ∂μϕ))

ミンコフスキ時空での作用



A

確率分布関数理論

B

分配関数

I0 = ∫ d4x (−
1
4

FμνFμν + ψ̄(iγμ∂μ − m)ψ)

Example (4): Euler-Heisenberg理論

Ig = ∫ d4x (−
1
4

FμνFμν + ψ̄(iγμ∂μ − m)ψ − g ⋅ e(ψ̄γμψ)Aμ)

PA = e−I0[Aμ,ψ]/Z0

PB = e−Ig[Aμ,ψ]/Zg

Z0 = ∫ d[Aμ]d[ψ]d[ψ̄]e−I0[Aμ,ψ]

Zg = ∫ d[Aμ]d[ψ]d[ψ̄]e−Ig[Aμ,ψ]

• 相対エントロピー:

次元8の演算子の和

S(PA | |PB) = W0 − Wg + g ⋅ (
dWg

dg )
g=0

= ∫ (d4x)E( 1
2

g4e4

6!π2m4
(FμνFμν)2 +

7
8

g4e4

6!π2m4
(Fμν F̃ μν)2 + 𝒪(m−6)) ≥ 0

相対エントロピーの非負性は高次演算子の係数の非負性と関係している

ミンコフスキ時空での作用



• 重たい自由度と軽い自由度の間の相互作用の形がわかっている場合を考えた

• いくつかの例で相対エントロピーの非負性が満たされていることを確認した. 

Ex.

- シフト対称性を持つスカラー場の理論, Euler-Heisenberg理論

トップダウンアプローチのまとめ
トップダウンアプローチ

⇒ Positivity bound on dim-8 operator

etc

相対エントロピーは様々な現象に対して統一的な理解を
与えるかもしれない

- Ising model ⇒ 非負の磁化率



今回のトークの内容
イントロダクション

二つの理論の間の相対エントロピー 

エントロピーから生じる制約の例

まとめ

- 私たちのアイデア

- 相対エントロピーの計算方法

- トップダウンアプローチ

- ボトムアップアプローチ



•  仮定: 

ボトムアップアプローチ
エネルギースケール

UV theory

未知

EFT

既知

- 重い場と軽い場の間の相互作用からEFTが生成されているとする 

重い 軽いII[ϕ, Φ] = ∫ (d4x)E 𝒪[Φ]⊗ J[ϕ] =

※ ここで  は高階微分項は含まないと仮定J[ϕ]

相対エントロピーの議論はボトムアップアプローチにおいて何を
意味するか?



ツリーレベルのUV理論

g g

※ 重たい場の一次の寄与は場の再定義で取り除ける

重たい 軽いII[ϕ, Φ] = ∫ (d4x)E 𝒪[Φ]⊗ J[ϕ] =
g

Wg[ ϕ̃ ] = ∫ (d4x)E(−
1
2

(1 + a tree
2 )(∂μϕ̃′￼∂μϕ̃′￼) −

ctree
2

M4
(∂μϕ̃′￼∂μϕ̃′￼)2) where  : の2次以上の寄与a tree

2 , ctree
2 g

の2次以上の寄与の例g

S(PA | |PB) = W0[ ϕ̃ ] − Wg[ ϕ̃ ] + g ⋅ (dWg/dg)g=0
=

ctree
2

M4
(1 + a tree

2 )−2 ∫ (d4x)E(∂μ ϕ̃ ∂μ ϕ̃ )2 ≥ 0 ⇒ ctree
2 ≥ 0

where  ϕ̃ = (1 + a tree
2 )1/2 ⋅ ϕ̃′￼, ∂ ϕ̃ = const .

• 相対エントロピー

= ∫ (d4x)E(−
1
2

(∂μ ϕ̃ ∂μ ϕ̃ ) −
ctree

2

M4
(1 + a tree

2 )−2(∂μ ϕ̃ ∂μ ϕ̃ )2)
※  次元6の寄与は消える

• Ex. シフト対称性( )を持つスカラー場の理論  ϕ → ϕ + const .

相対エントロピーは次元8の演算子の係数に制約を与える

有効作用 (EFT): 



II[ϕ, Φ] = ∫ (d4x)E 𝒪[Φ]⊗ J[ϕ] =
g g g

+
g

∼ g

J[ϕ] J[ϕ] J[ϕ]

Wg[ ϕ̃ ] = ∫ (d4x)E(−
1
2

(1 + aloop
1 + aloop

2 )(∂μϕ̃′￼∂μϕ̃′￼) −
cloop

2

M4
(∂μϕ̃′￼∂μϕ̃′￼)2)

1-ループレベルのUV理論

where  ϕ̃ = (1 + aloop
1 + aloop

2 )1/2 ⋅ ϕ̃′￼, ∂ ϕ̃ = const .

= ∫ (d4x)E(−
1
2

(∂μ ϕ̃ ∂μ ϕ̃ ) −
cloop

2

M4
(∂μ ϕ̃ ∂μ ϕ̃ )2)

S(PA | |PB) = W0[ ϕ̃ ] − Wg[ ϕ̃ ] + g ⋅ (dWg/dg)g=0

• 相対エントロピー
=

cloop
2

M4 ∫ (d4x)E(∂μ ϕ̃ ∂μ ϕ̃ )2 ≥ 0 ⇒ cloop
2 ≥ 0

相対エントロピーは次元8の演算子に制約を与える

重い 軽い

の二次以上の寄与の例gの一次の寄与g

,  : の二次以上の寄与aloop
2 , cloop

2 gwhere  : の一次の寄与aloop
1 g

• Ex. シフト対称性( )を持つスカラー場の理論  ϕ → ϕ + const .
 は高階微分項を含まないと仮定してい

るから寄与はない
J[ϕ]

有効作用 (EFT): 



制約が得られるクラスの理論

SMEFT SU(N) ゲージボゾン演算子Ex.

∫ d4x (−
1
4

Fa
μνFa,μν +

1
Λ4 ∑

i

ci𝒪i)

• 高次演算子への制約が得られたのはなぜか? ∫ (d4x)E(−
1
2

(∂μϕ∂μϕ) −
c

M4
(∂μϕ∂μϕ)2)

𝒪F4

1 = (Fa
μνFa,μν)(Fb

ρσFb,ρσ)

𝒪F4

2 = (Fa
μνF̃a,μν)(Fb

ρσF̃b,ρσ)

𝒪F4

3 = (Fa
μνFb,μν)(Fa

ρσFb,ρσ)

𝒪F4

4 = (Fa
μνF̃b,μν)(Fa

ρσF̃b,ρσ)

𝒪F4

5 = dabedcde(Fa
μνFb,μν)(Fc

ρσFd,ρσ)

𝒪F4

6 = dabedcde(Fa
μνF̃b,μν)(Fc

ρσF̃d,ρσ)

𝒪F4

7 = dacedbde(Fa
μνFb,μν)(Fc

ρσFd,ρσ)

𝒪F4

8 = dacedbde(Fa
μνF̃b,μν)(Fc

ρσF̃d,ρσ)

𝒪̃F4

1 = (Fa
μνFa,μν)(Fb

ρσF̃b,ρσ)

𝒪̃F4

2 = (Fa
μνFb,μν)(Fa

ρσF̃b,ρσ)

𝒪̃F4

3 = dabedcde(Fa
μνFb,μν)(Fc

ρσF̃d,ρσ)

𝒪̃F4

4 = dacedbde(Fa
μνFb,μν)(Fc

ρσF̃d,ρσ)

[Ta, Tb] = if abcTc

{Ta, Tb} = δab1̂/N + dabcTc

 : generator of  Lie algebraTa SU(N)

シフト対称性を持つスカラー場の理論の同じ方法で制約が得られる
⇒ 主要な演算子への補正が場の再定義( )で取り除けるAa

μ → Aa
μ + δAa

μ

⇒ 主要な演算子への補正が場の再定義( )で取り除けるからϕ → ϕ + δϕ



※  : 定数ベクトル lμ, kμ

•  :U(1)Y

•  :SU(2)L

•  :SU(3)C

- 運動方程式  の古典解:   ∂μFa
μν + gf abcAμ,bFc

μν = 0 Aa
μ = ua

1ϵ1μw1 + ua
2ϵ2μw2 with  , , and f abcua

1ub
2 = 0 ∂μw1 = lμ ∂μw2 = kμ

cB4

1 ≥ 0, cB4

2 ≥ 0, 4cB4

1 cB4

2 ≥ (c̃B4

1 )2,

cW4

1 + cW4

3 ≥ 0, cW4

2 + cW4

4 ≥ 0, 4(cW4

1 + cW4

3 )(cW4

2 + cW4

4 ) ≥ (c̃W4

1 + c̃W4

2 )2,

2cG4

1 + cG4

3 ≥ 0, 3cG4

2 + 2cG4

5 ≥ 0, 3cG4

2 + 3cG4

4 + cG4

6 ≥ 0, 3cG4

4 + 2cG4

6 ≥ 0,

4(3cG4

1 + 3cG4

3 + cG4

5 )(3cG4

2 + 3cG4

4 + cG4

6 ) ≥ (3c̃G4

1 + 3c̃G4

2 + c̃G4

3 )2

4(3cG4

3 + 2cG4

5 )(3cG4

4 + 2cG4

6 ) ≥ (3c̃G4

2 + 2c̃G4

3 )2

[G.N. Remmen, and N.L. Rodd, arXiv:1908.09845]
これらの制約はユニタリー性と因果律から得られる制約と矛盾しない

SMEFTゲージボソン演算子に生じる制約 
• 相対エントロピーの非負性:

S(PA | |PB) = W0 − Wg + g ⋅ (dWg/dg)g=0 = ∫ (d4x)E
1

Λ4 ∑
i

ci𝒪i ≥ 0



• これまで重力を伴わないEFTについて考えてきた

SMEFT SU(N) ゲージボソン演算子など
Ex.

∫ d4x (−
1
4

Fa
μνFa,μν +

1
Λ4 ∑

i

ci𝒪i)

Einstein-Maxwell理論のようなEFTにエントロピーの議論は使えるか?

現段階の僕の理解

散乱振幅を使ったユニタリー性の議論が使えない状況で
エントロピーの議論も使えなくなりうる

高階微分項を伴うEinstein-Maxwell理論でのエントロピーの議論について



• 4階微分までの演算子を含むEinstein-Maxwell理論

Chapter

D
Einstein-Maxwell theory under field redefinition

We explain the field redefinitions to derive Eq. (4.152) following the procedures and notations of

Ref. [49]. The higher-derivative operators up to the four derivative terms of the Einstein-Maxwell

theory are expressed as

L =
M

2

Pl

2
R�

1

4
Fµ⌫F

µ⌫

+ c1R
2 + c2Rµ⌫R

µ⌫ + c3Rµ⌫⇢�R
µ⌫⇢�

+ c4RFµ⌫F
µ⌫ + c5Rµ⌫F

µ⇢
F

⌫
⇢ + c6Rµ⌫⇢�F

µ⌫
F

⇢�
,

+ c7Fµ⌫F
µ⌫
F⇢�F

⇢� + c8Fµ⌫F
⌫⇢
F⇢�F

�µ
, (D.1)

where terms involving r⇢Fµ⌫ or rµF
µ⌫ vanish. Also, the Gauss-Bonnet combination, i.e.,

Rµ⌫⇢�R
µ⌫⇢�

� 4Rµ⌫R
µ⌫ + R

2, is a total derivative and vanishes for the extremal black hole in

four dimensions. Thus, in four dimensions, Eq. (D.1) is expressed as

L =
M

2

Pl

2
R�

1

4
Fµ⌫F

µ⌫

+ (c1 � c3)R
2 + (c2 + 4c3)Rµ⌫R

µ⌫

+ c4RFµ⌫F
µ⌫ + c5Rµ⌫F

µ⇢
F

⌫
⇢ + c6Rµ⌫⇢�F

µ⌫
F

⇢�

+ c7Fµ⌫F
µ⌫
F⇢�F

⇢� + c8Fµ⌫F
⌫⇢
F⇢�F

�µ
, (D.2)

=
M

2

Pl

2
R�

1

4
Fµ⌫F

µ⌫

+ c13R
2 + c23Rµ⌫R

µ⌫

+ c4RFµ⌫F
µ⌫ + c5Rµ⌫F

µ⇢
F

⌫
⇢ + c6Rµ⌫⇢�F

µ⌫
F

⇢�

+
⇣
c7 +

c8

2

⌘
(Fµ⌫F

µ⌫)2 +
c8

4
(Fµ⌫

eFµ⌫)2, (D.3)

where c13 ⌘ c1 � c3, c23 ⌘ c2 + 4c3, and we used

Fµ⌫F
⌫⇢
F⇢�F

�µ =
1

2
(Fµ⌫F

µ⌫)2 +
1

4
(Fµ⌫

eFµ⌫)2. (D.4)

Consider a field redefinition of gµ⌫ [49],

gµ⌫ ! gµ⌫ + �gµ⌫ , (D.5)

- Gauss-Bonnet combination,  は4次元時空では消える  

(c1 − c3)R2 + (c2 + 4c3)RμνRμν

ℒ =
M2

Pl

2
R −

1
4

FμνFμν

+c4RFμνFμν + c5RμνFμρFν
ρ + c6RμνρσFμνFρσ

+c7FμνFμνFρσFρσ + c8FμνFνρFρσFσμ

高階微分項を伴うEinstein-Maxwell理論

+c13R2 + c23RμνRμν

c13 ≡ c1 − c3, c23 ≡ c2 + 4c3



ℒ =
M2

Pl

2
R −

1
4

FμνFμν

+c13R2 + c23RμνRμν

+c4RFμνFμν + c5RμνFμρFν
ρ + c6RμνρσFμνFρσ

+c7FμνFμνFρσFρσ + c8FμνFνρFρσFσμ

- 場の再定義 
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We explain the field redefinitions to derive Eq. (4.152) following the procedures and notations of

Ref. [49]. The higher-derivative operators up to the four derivative terms of the Einstein-Maxwell

theory are expressed as
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F⇢�F

�µ
, (D.1)

where terms involving r⇢Fµ⌫ or rµF
µ⌫ vanish. Also, the Gauss-Bonnet combination, i.e.,

Rµ⌫⇢�R
µ⌫⇢�

� 4Rµ⌫R
µ⌫ + R

2, is a total derivative and vanishes for the extremal black hole in

four dimensions. Thus, in four dimensions, Eq. (D.1) is expressed as

L =
M

2

Pl

2
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1

4
Fµ⌫F

µ⌫

+ (c1 � c3)R
2 + (c2 + 4c3)Rµ⌫R

µ⌫

+ c4RFµ⌫F
µ⌫ + c5Rµ⌫F
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F

⌫
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⇢� + c8Fµ⌫F
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F⇢�F
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, (D.2)

=
M

2

Pl

2
R�

1

4
Fµ⌫F

µ⌫

+ c13R
2 + c23Rµ⌫R

µ⌫

+ c4RFµ⌫F
µ⌫ + c5Rµ⌫F

µ⇢
F

⌫
⇢ + c6Rµ⌫⇢�F

µ⌫
F

⇢�

+
⇣
c7 +

c8

2

⌘
(Fµ⌫F

µ⌫)2 +
c8

4
(Fµ⌫

eFµ⌫)2, (D.3)

where c13 ⌘ c1 � c3, c23 ⌘ c2 + 4c3, and we used

Fµ⌫F
⌫⇢
F⇢�F

�µ =
1

2
(Fµ⌫F

µ⌫)2 +
1

4
(Fµ⌫

eFµ⌫)2. (D.4)

Consider a field redefinition of gµ⌫ [49],

gµ⌫ ! gµ⌫ + �gµ⌫ , (D.5)は物理量を変えない

−g ⋅ ℒ → −g ⋅ ℒ + −g ⋅ ( M2
Pl

2 (Rμν −
1
2

gμνR) +
1
2 ( 1

4
gμνFρσFρσ − Fμ

ρFνρ)) ⋅ δgμν

古典解  に対して、運動方程式を使うことでこの寄与は消える Rμνρσ, Fμν

δgμν = −
2

M2
Pl

c23Rμν +
2

M2
Pl (c13 +

1
2

c23) gμνR − 2 (c5 +
1

M2
Pl

c23) M−2
Pl FμρFν

ρ + 2 ( 1
4M2

Pl
c23 + c4 +

1
2

c5) M−2
Pl gμνFρσFρσ

where

高階微分項を伴うEinstein-Maxwell理論
• 4階微分までの演算子を含むEinstein-Maxwell理論



ℒ =
M2

Pl

2
R −

1
4

FμνFμν

+c13R2 + c23RμνRμν

+c4RFμνFμν + c5RμνFμρFν
ρ + c6RμνρσFμνFρσ

+c7FμνFμνFρσFρσ + c8FμνFνρFρσFσμ

→
M2

Pl

2
R −

1
4

FμνFμν

+c6RμνρσFμνFρσ

+( 1
4M4

Pl
c23 +

1
4M2

Pl
c5 +

1
2

(2c7 + c8))(FμνFμν)2 + ( 1
4M4

Pl
c23 +

1
4M2

Pl
c5 +

1
4

c8)(Fμν F̃ μν)2

三つの高階微分項を含むEinstein-Maxwell理論について考える

高階微分項を伴うEinstein-Maxwell理論
• 4階微分までの演算子を含むEinstein-Maxwell理論



重力を含む理論で相互作用をどのように定義するか

I0 = I[gμν; Rμνρσ, Aμ,0] + I[gμν; 0,0,Φ]II = I − I0• 相互作用を次のように定義: with

where : 重たい場, : U(1) ゲージ場, : Riemann tensor, : 時空の計量Φ Aμ Rμνρσ gμν

• 作用  で記述される理論を考えるI[gμν; Rμνρσ, Aμ, Φ]

と の間の相互作用Φ (Rμνρσ, Aμ)

と の相互作用から生じる高次演算子について考えるΦ (Rμνρσ, Aμ)

ここで、 と の間の相互作用は含まれてないΦ gμν

⇒ と の間の相互作用の効果は?Φ gμν



ℒ =
M2

Pl

2
R −

1
4

FμνFμν

+c13R2 + c23RμνRμν

+c4RFμνFμν + c5RμνFμρFν
ρ + c6RμνρσFμνFρσ

+c7FμνFμνFρσFρσ + c8FμνFνρFρσFσμ

と の間の相互作用から生じうるΦ gμν

c6RμνρσFμνFρσ +( 1
4M4

Pl
c23 +

1
4M2

Pl
c5 +

1
2

(2c7 + c8))(FμνFμν)2 + ( 1
4M4

Pl
c23 +

1
4M2

Pl
c5 +

1
4

c8)(Fμν F̃ μν)2

高階微分項を伴うEinstein-Maxwell理論への制約
• 4階微分までの演算子を含むEinstein-Maxwell理論

By redefining  gμν → gμν + δgμν

相対エントロピーの方法はピンクボックスの効果に対して制限を与えられない
⇒この振る舞いは散乱振幅の議論の場合と似ている
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FIG. 2: Typical one-loop corrections to the F 4 terms: In
the left figure the massive charged particle (solid line) in-
duces four-point interactions of photon (wavy line) through
the gauge coupling, hence it is proportional to q4 / z4. In the
other two, the diagrams involve graviton (double wavy line).
If z � 1, gravity is negligible, so that we may apply the posi-
tivity bound derived in non-gravitational theories. The same
argument holds more generally, where the charge-to-mass ra-
tio z is replaced by the ratio of the photon coupling of the
massive particle and the gravitational force.

can be estimated as

|↵i| & O

⇣M2
Pl

m2
i

⌘
, (9)

which is indeed the case for the above examples if
we assume f . MPl. Also in the above examples,
the signs of the Wilson coe�cients are always pos-
itive:

↵1 > 0 , ↵2 > 0 , (10)

which is a consequence of unitarity. More generally,
unitarity implies that ↵1 > 0 when photon is cou-
pled to a parity-even neutral scalar or a spin s � 2
neutral particle. Similarly, ↵2 > 0 when photon is
coupled to a neutral pseudo-scalar or a spin s � 2
neutral particle. Note that the spin s � 2 particle
may carry an arbitrary parity in either case. See
the Supplemental Material for our derivation3.

(b) Light charged bosons and fermions

In contrast to neutral bosons, charged bosons and
fermions cannot generate the e↵ective couplings ↵i

at the tree-level, hence the leading contribution is

3 To our knowledge, there is no explicit derivation of the
bound (10) in the literature. The bound was suggested in the
seminal work [22], but an explicit derivation of positivity bounds
was demonstrated only in a scalar field model (see however [23]
for its extension to external spinning particles). Also, in [19],
it was claimed that the bound (10) follows from unitarity by
a spectral decomposition argument. However, the interactions
that [19] can cover are restrictive (allowing only intermediate
states with spin 0 and 2). Moreover, the interaction for spin 2 is
singular in the UV. We thank Grant Remmen for discussion on
this point. In the Supplement Material, we provide a derivation
of the bound (10) and clarify under which conditions the bound
is applicable especially in the presence of gravity.

at one-loop. For example, the one-loop e↵ective
coupling generated by a minimally coupled massive
charged particles are estimated as (cf. Fig. 2)4

↵1,2 = max
�
O(z4), O(1)

 
, ↵3 = O(z2) , (11)

where z is the charge-to-mass ratio of the particle
integrated out. Notice here that when the particle
has a large charge-to-mass ratio z � 1, the Wilson
coe�cients enjoy |↵1|, |↵2| � |↵3| � 1. Moreover,
↵1, ↵2 > 0 follows from unitarity for z � 1, where
gravity is negligible compared to the electric force.
On the other hand, we have ↵i = O(1) for z . 1. In
this regime, as far as we know, no rigorous bound
on ↵i is known so far essentially because gravity is
not negligible.

More generally, when the interaction between pho-
ton and the massive particle is stronger than
the gravitational force, there exists the hierarchy
|↵1|, |↵2| � |↵3| and the positivity of ↵1 and ↵2

follows from unitarity. If the two interactions are
comparable, there is no known rigorous bound,
but the induced e↵ective interaction is very small
↵i = O(1) compared to other sources.

On top of these possible e↵ects of light particles, there
are higher derivative corrections from the UV completion
of gravity, which we call the UV e↵ects:

(c) UV e↵ects

From the e↵ective field theory (EFT) point of view,
this e↵ect is suppressed by the scale ⇤QFT, where
the quantum gravity e↵ects come in and the ordi-
nary QFT description breaks down. Generically,
we have5

↵1,2 = O

⇣ M4
Pl

⇤4
QFT

⌘
, ↵3 = O

⇣ M2
Pl

⇤2
QFT

⌘
, (12)

which corresponds, e.g., to the ↵0 corrections in
string theory. In general it is di�cult to fix the
sign of this e↵ect within the EFT framework with-
out knowing the details of the UV completion of
gravity. However, as we discuss in the Supplemen-
tal Material, ↵1 > 0 and ↵2 > 0 follow from uni-
tarity as long as the higher spin states Reggeizing

4 The running of coupling constants are included in theO(1) e↵ect,
which is valid as long as we are in the perturbative regime.

5 One would expect a hierarchy |↵1|, |↵2| � |↵3|, but it is not a
general statement. In this estimate, we assumed that there is a
single scale ⇤QFT and other dimensionless constants are O(1),
which corresponds to assuming m ⇠ f in the Lagrangian (6)-(7).
The estimate changes, e.g., when m ⌧ f ⇠ MPl. As we shall see,
another ingredient such as causality or symmetry is necessary to
have a hierarchy |↵1|, |↵2| � |↵3| in general. Our point here is
simply that the Wilson coe�cients ↵i are suppressed by ⇤QFT.
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argument holds more generally, where the charge-to-mass ra-
tio z is replaced by the ratio of the photon coupling of the
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neutral particle. Note that the spin s � 2 particle
may carry an arbitrary parity in either case. See
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(b) Light charged bosons and fermions

In contrast to neutral bosons, charged bosons and
fermions cannot generate the e↵ective couplings ↵i

at the tree-level, hence the leading contribution is

3 To our knowledge, there is no explicit derivation of the
bound (10) in the literature. The bound was suggested in the
seminal work [22], but an explicit derivation of positivity bounds
was demonstrated only in a scalar field model (see however [23]
for its extension to external spinning particles). Also, in [19],
it was claimed that the bound (10) follows from unitarity by
a spectral decomposition argument. However, the interactions
that [19] can cover are restrictive (allowing only intermediate
states with spin 0 and 2). Moreover, the interaction for spin 2 is
singular in the UV. We thank Grant Remmen for discussion on
this point. In the Supplement Material, we provide a derivation
of the bound (10) and clarify under which conditions the bound
is applicable especially in the presence of gravity.
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charged particles are estimated as (cf. Fig. 2)4
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where z is the charge-to-mass ratio of the particle
integrated out. Notice here that when the particle
has a large charge-to-mass ratio z � 1, the Wilson
coe�cients enjoy |↵1|, |↵2| � |↵3| � 1. Moreover,
↵1, ↵2 > 0 follows from unitarity for z � 1, where
gravity is negligible compared to the electric force.
On the other hand, we have ↵i = O(1) for z . 1. In
this regime, as far as we know, no rigorous bound
on ↵i is known so far essentially because gravity is
not negligible.

More generally, when the interaction between pho-
ton and the massive particle is stronger than
the gravitational force, there exists the hierarchy
|↵1|, |↵2| � |↵3| and the positivity of ↵1 and ↵2

follows from unitarity. If the two interactions are
comparable, there is no known rigorous bound,
but the induced e↵ective interaction is very small
↵i = O(1) compared to other sources.

On top of these possible e↵ects of light particles, there
are higher derivative corrections from the UV completion
of gravity, which we call the UV e↵ects:

(c) UV e↵ects

From the e↵ective field theory (EFT) point of view,
this e↵ect is suppressed by the scale ⇤QFT, where
the quantum gravity e↵ects come in and the ordi-
nary QFT description breaks down. Generically,
we have5

↵1,2 = O

⇣ M4
Pl

⇤4
QFT

⌘
, ↵3 = O

⇣ M2
Pl

⇤2
QFT

⌘
, (12)

which corresponds, e.g., to the ↵0 corrections in
string theory. In general it is di�cult to fix the
sign of this e↵ect within the EFT framework with-
out knowing the details of the UV completion of
gravity. However, as we discuss in the Supplemen-
tal Material, ↵1 > 0 and ↵2 > 0 follow from uni-
tarity as long as the higher spin states Reggeizing

4 The running of coupling constants are included in theO(1) e↵ect,
which is valid as long as we are in the perturbative regime.

5 One would expect a hierarchy |↵1|, |↵2| � |↵3|, but it is not a
general statement. In this estimate, we assumed that there is a
single scale ⇤QFT and other dimensionless constants are O(1),
which corresponds to assuming m ⇠ f in the Lagrangian (6)-(7).
The estimate changes, e.g., when m ⌧ f ⇠ MPl. As we shall see,
another ingredient such as causality or symmetry is necessary to
have a hierarchy |↵1|, |↵2| � |↵3| in general. Our point here is
simply that the Wilson coe�cients ↵i are suppressed by ⇤QFT.
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• 4階微分までの演算子を含むEinstein-Maxwell理論 3
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FIG. 2: Typical one-loop corrections to the F 4 terms: In
the left figure the massive charged particle (solid line) in-
duces four-point interactions of photon (wavy line) through
the gauge coupling, hence it is proportional to q4 / z4. In the
other two, the diagrams involve graviton (double wavy line).
If z � 1, gravity is negligible, so that we may apply the posi-
tivity bound derived in non-gravitational theories. The same
argument holds more generally, where the charge-to-mass ra-
tio z is replaced by the ratio of the photon coupling of the
massive particle and the gravitational force.
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which is indeed the case for the above examples if
we assume f . MPl. Also in the above examples,
the signs of the Wilson coe�cients are always pos-
itive:

↵1 > 0 , ↵2 > 0 , (10)

which is a consequence of unitarity. More generally,
unitarity implies that ↵1 > 0 when photon is cou-
pled to a parity-even neutral scalar or a spin s � 2
neutral particle. Similarly, ↵2 > 0 when photon is
coupled to a neutral pseudo-scalar or a spin s � 2
neutral particle. Note that the spin s � 2 particle
may carry an arbitrary parity in either case. See
the Supplemental Material for our derivation3.

(b) Light charged bosons and fermions

In contrast to neutral bosons, charged bosons and
fermions cannot generate the e↵ective couplings ↵i

at the tree-level, hence the leading contribution is

3 To our knowledge, there is no explicit derivation of the
bound (10) in the literature. The bound was suggested in the
seminal work [22], but an explicit derivation of positivity bounds
was demonstrated only in a scalar field model (see however [23]
for its extension to external spinning particles). Also, in [19],
it was claimed that the bound (10) follows from unitarity by
a spectral decomposition argument. However, the interactions
that [19] can cover are restrictive (allowing only intermediate
states with spin 0 and 2). Moreover, the interaction for spin 2 is
singular in the UV. We thank Grant Remmen for discussion on
this point. In the Supplement Material, we provide a derivation
of the bound (10) and clarify under which conditions the bound
is applicable especially in the presence of gravity.

at one-loop. For example, the one-loop e↵ective
coupling generated by a minimally coupled massive
charged particles are estimated as (cf. Fig. 2)4
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integrated out. Notice here that when the particle
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coe�cients enjoy |↵1|, |↵2| � |↵3| � 1. Moreover,
↵1, ↵2 > 0 follows from unitarity for z � 1, where
gravity is negligible compared to the electric force.
On the other hand, we have ↵i = O(1) for z . 1. In
this regime, as far as we know, no rigorous bound
on ↵i is known so far essentially because gravity is
not negligible.

More generally, when the interaction between pho-
ton and the massive particle is stronger than
the gravitational force, there exists the hierarchy
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follows from unitarity. If the two interactions are
comparable, there is no known rigorous bound,
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On top of these possible e↵ects of light particles, there
are higher derivative corrections from the UV completion
of gravity, which we call the UV e↵ects:
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From the e↵ective field theory (EFT) point of view,
this e↵ect is suppressed by the scale ⇤QFT, where
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nary QFT description breaks down. Generically,
we have5
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which corresponds, e.g., to the ↵0 corrections in
string theory. In general it is di�cult to fix the
sign of this e↵ect within the EFT framework with-
out knowing the details of the UV completion of
gravity. However, as we discuss in the Supplemen-
tal Material, ↵1 > 0 and ↵2 > 0 follow from uni-
tarity as long as the higher spin states Reggeizing

4 The running of coupling constants are included in theO(1) e↵ect,
which is valid as long as we are in the perturbative regime.

5 One would expect a hierarchy |↵1|, |↵2| � |↵3|, but it is not a
general statement. In this estimate, we assumed that there is a
single scale ⇤QFT and other dimensionless constants are O(1),
which corresponds to assuming m ⇠ f in the Lagrangian (6)-(7).
The estimate changes, e.g., when m ⌧ f ⇠ MPl. As we shall see,
another ingredient such as causality or symmetry is necessary to
have a hierarchy |↵1|, |↵2| � |↵3| in general. Our point here is
simply that the Wilson coe�cients ↵i are suppressed by ⇤QFT.
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but the induced e↵ective interaction is very small
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which corresponds, e.g., to the ↵0 corrections in
string theory. In general it is di�cult to fix the
sign of this e↵ect within the EFT framework with-
out knowing the details of the UV completion of
gravity. However, as we discuss in the Supplemen-
tal Material, ↵1 > 0 and ↵2 > 0 follow from uni-
tarity as long as the higher spin states Reggeizing

4 The running of coupling constants are included in theO(1) e↵ect,
which is valid as long as we are in the perturbative regime.

5 One would expect a hierarchy |↵1|, |↵2| � |↵3|, but it is not a
general statement. In this estimate, we assumed that there is a
single scale ⇤QFT and other dimensionless constants are O(1),
which corresponds to assuming m ⇠ f in the Lagrangian (6)-(7).
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相対エントロピーの方法はピンクボックスの効果に対して制限を与えられない
⇒この振る舞いは散乱振幅の議論の場合と似ている

[Yuta Hamada, Toshifumi Noumi, and Gary Shiu, arXiv: 1810.03637]

ピンクボックスの効果が支配的でないこと, i.e., (重たい場の電荷)/(重たい場の質
量) >>1を1-ループレベルで仮定する



• 場の理論で記述されるUV理論からEFTが生成されているとする

• ボトムアップアプローチをとる:

 -  と  の間の相互作用から高階微分項が生成されているとするΦ (Rμνρσ, Aμ)

重い 軽いII[gμν; Rμνρσ, Aμ, Φ] = ∫ d4x −g 𝒪[Φ] ⊗ J[gμν; Rμνρσ, Aμ] =

∫ d4x −g[ M2
Pl

2
R −

1
4

FμνFμν +
α1

4M4
Pl

(FμνFμν)2 +
α2

4M4
Pl

(FμνF̃μν)2 +
α3

2M2
Pl

FμνFρσRμνρσ]
• 主要な演算子への補正は場の再定義( )で取り除ける  Aμ → Aμ + δAμ, gμν → gμν + δgμν

⇒ シフト対称性を持つスカラー場の理論の場合と同じ制約の議論が使える

-  は高階微分項を含まないとするJ Ex. J ∝ FμνFμν, R, ⋯

Einstein-Maxwell理論への制約を求める際の前提条件



• 相対エントロピーの非負性:

S(PA | |PB) = ∫ (d4x)E g ( α1

4M4
Pl

(FμνFμν)2 +
α2

4M4
Pl

(FμνF̃μν)2 +
α3

2M2
Pl

FμνFρσRμνρσ) = − lim
T→0

(ΔG)β,μ ≥ 0

Einstein-Maxwell理論への制約

β ⋅ G[αi; β, μ] = ∫β
(d4x)E g (−

M2
Pl

2
R +

1
4

FμνFμν −
α1

4M4
Pl

(FμνFμν)2 −
α2

4M4
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(FμνF̃μν)2 −
α3

2M2
Pl

FμνFρσRμνρσ)
⇒ゼロ温度極限(extremal limit)で、自由エネルギーが高階微分項の効果によって小さくなる

• 熱力学関係式を使うと以下が得られる

lim
T→0

(ΔM)β,Q = lim
T→0

(ΔG)β,μ + 𝒪(α2
i ) [Clifford Cheng, Junyu Liu, and Grant N. Remmen, arXiv: 1801.08546]

[G. Goon, and R. Penco, arXiv: 1909.05254]

系の電荷と温度を固定したときのエネルギーの高階微分項によるシフト

系の電荷と温度を固定したときの自由エネルギーの高階微分項によるシフト

極大ブラックホールの質量

理論Bの自由エネルギー
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[G. Goon, and R. Penco, arXiv: 1909.05254]

lim
T→0

(ΔM)β,Q = − S(PA | |PB) + 𝒪(α2
i ) ≤ 0

Einstein-Maxwell理論への制約
• 相対エントロピーの非負性:

⇒ゼロ温度極限(extremal limit)で、自由エネルギーが高階微分項の効果によって小さくなる
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理論Bの自由エネルギー

• 熱力学関係式を使うと以下が得られる



S(PA | |PB) = ∫ (d4x)E g ( α1

4M4
Pl

(FμνFμν)2 +
α2

4M4
Pl

(FμνF̃μν)2 +
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2M2
Pl

FμνFρσRμνρσ) ≥ 0

lim
T→0

(ΔM)β,Q = − S(PA | |PB) ≤ 0 where  は ブラックホールのU(1)電荷Q

Einstein-Maxwell理論への制約
• 相対エントロピーの非負性:

極大ブラックホールが電荷と質量の比が1より大きい状態として振る舞える  

電荷を固定したときの極大ブラックホールの質量の高階微分項によるシフト

⇒Q

Mext / 2MPl

= 1
Q

(Mext + limT→0(ΔM)β,Q)/ 2MPl

≥ 1極大ブラックホールの電荷と質量の比:  

高階微分項によるシフト 

⇒ Mild Weak Gravity Conjecture
※ 1-ループレベルのUV理論では(重い場の電荷)/(重い場の質量) >>1を仮定している   

• 電荷を持つブラックホールの場合、熱力学関係式から次のようになった



まとめ
• 相対エントロピーは相互作用のある理論とない理論の違いを特徴付ける

• 相対エントロピーの非負性から様々な現象の統一的な理解が得られることがわかった

• 相対エントロピーはEFTを制約する新しい方法を提供する 

- Ising模型の磁化率の非負性

- SMEFT SU(N) ゲージボソン演算子への制約

- Mild WGC

• 様々な理論でその有効性を検証することが重要だと思う

Ex.


