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量⼦もつれ

<latexit sha1_base64="HYmmOvdAErLJ14FxJIRY9vxCFmM="></latexit>

A

<latexit sha1_base64="aWR9FNQf20Yyi9sECJBZknnk/b8="></latexit>

Ā

• 量⼦論特有の相関
<latexit sha1_base64="dev/1X3zPzmXWN5NlRHYZs4dtpc="></latexit>

1p
2
(|0i ⌦ |0i+ |1i ⌦ |1i)EPR pair 2つのqubitがもつれた状態

• 量⼦情報（量⼦計算・量⼦通信）に重要

• ホログラフィーにも重要
笠・⾼柳公式

場の理論における量⼦もつれ（〜境界での相関）
バルクの幾何



今⽇の話: target spaceの量⼦もつれ

n Target space（標的空間）＝ 場が動く空間

• 場の理論でよく考えられている量⼦もつれは
base spaceの量⼦もつれ

<latexit sha1_base64="Ccg9zv01Y+bMV29pp9Pdj8EHgjo="></latexit>

~x

<latexit sha1_base64="8Lp81jclpG0NfuWo4Q6c4ytIM3s="></latexit>

�(~x)

base space

target space

• 実スカラー場
<latexit sha1_base64="+dpdkcgFdCpLQ1m8nFqAiOS0qD4="></latexit>

�(~x) 2 R

cf. base space(底空間) = 場が定義されている空間

<latexit sha1_base64="HYmmOvdAErLJ14FxJIRY9vxCFmM="></latexit>

A

<latexit sha1_base64="aWR9FNQf20Yyi9sECJBZknnk/b8="></latexit>

Ā

• 弦理論: base spaceではなくtarget spaceが私達の住む空間
<latexit sha1_base64="Tv6ZE40PErDedEYpfH1yfytEI5k="></latexit>

Xµ(�)
(world-sheet)

target spaceはあまり考えられていない
[Mazenc, Ranard (2019)], [Hampapura, Harper, Lawrence (2020)],
[Das, Kaushal, Mandal, Trivedi (2020)], [Das, Kaushal, Liu, Mandal, Trivedi (2020)], [Frenkel, Hartnoll (2021)]



⾏列模型の量⼦もつれ

例: BFSS模型 ＝ M理論

(1+0)次元の場の理論（＝量⼦⼒学） base spaceなし

n ⼿始めに、⾏列1個の⼀番簡単な⾏列量⼦⼒学を考えた
• 同種粒⼦(フェルミオン)の量⼦⼒学

<latexit sha1_base64="0DAHE2zX7dtgCgFT+MKeLM8/Z3o="></latexit>

L =
1

2
tr Ẋ2 � trV (X)

• ⾏列量⼦⼒学
<latexit sha1_base64="LG0VBFsdDCrt08/UuojySsu8LEE="></latexit>

Xµ(t, ~x)

target spaceの量⼦もつれが時空の幾何と関係していると思うのが⾃然。
[Das, Kaushal, Mandal, Trivedi (2020)], [Das, Kaushal, Liu, Mandal, Trivedi (2020)]



target space EEの定義？

<latexit sha1_base64="HYmmOvdAErLJ14FxJIRY9vxCFmM="></latexit>

A

<latexit sha1_base64="aWR9FNQf20Yyi9sECJBZknnk/b8="></latexit>

Ā

l 普通のbase space EE
<latexit sha1_base64="XAhCl/6fBDSpIGrCk+U4uHNksYM="></latexit>

H = HA ⌦HĀ, (HA = ⌦x2AHx, HĀ = ⌦x2ĀHx)

EEの⼀般化として、これ⾃体⾯⽩い

<latexit sha1_base64="CtdWZNjTldmoh3sGsxu0QwTYJTA="></latexit>⇢
<latexit sha1_base64="1hC0ZeAPdOPorlsf4wMsXsVvKko="></latexit>

⇢A = trĀ ⇢
<latexit sha1_base64="JV3Bs5QxEqaA1d7Lrzx8VDwOehg="></latexit>

SA = � trA ⇢A log ⇢A密度⾏列

Ø 問題点

<latexit sha1_base64="Ccg9zv01Y+bMV29pp9Pdj8EHgjo="></latexit>

~x

<latexit sha1_base64="8Lp81jclpG0NfuWo4Q6c4ytIM3s="></latexit>

�(~x)

base space

target space

ヒルベルト空間はtarget spaceに関してテンソル積の構造でない
<latexit sha1_base64="ecIV0vU6lIj4J/vQ7Zf/C7GMy00="></latexit>

H 6= ⌦�2RH�

l reduced density matrixの意味を考え直すと、
もっと⼀般の場合に使える定義が可能

部分トレースどう計算？



Outline

n Target space EEの定義
EEの定義を拡張する

n 同種粒⼦の量⼦⼒学の場合
特にフェルミオン

n 具体例
⼀次元⾃由フェルミガス



エントロピー＝不確かさ
l エントロピーは不確かさの度合いを表す指標.

• エンタングルメントエントロピー

限られた情報しか知り得ない⼈にとっての全体の情報のわからなさ.

部分系のことしか調べられない⼈にとっての全系のわからなさ

部分代数 しか使えない⼈

• ほかの部分代数に対しても、付随するエントロピーを定義できる（代数的アプローチ）.

<latexit sha1_base64="y3iEliuMUAON34T21jQURsC7ezc="></latexit>

B

<latexit sha1_base64="iEm7hDquVWqCPTBYrDtkIzBUyzQ="></latexit>

B̄

<latexit sha1_base64="NuH/gbUPLC7zWEPLY6kZZHxUQQo="></latexit>

A = L(HB)⌦ 1B̄ ⇢ L(H)

Ohya-Petzの教科書 (1993)
格⼦ゲージ理論への応⽤ [Casini-Huerta-Rosabal (2013)]

<latexit sha1_base64="xOSTLAghiVKN37/4kBA0PFXToDQ="></latexit>

H = HB ⌦HB̄



部分代数とエントロピー
: ヒルベルト空間に作⽤する演算⼦全体の集合

<latexit sha1_base64="QVZlqjJh6EiAPNHkjuM8EOk+HYo="></latexit>

L(H)

⾜し算、積などで閉じている.
<latexit sha1_base64="gRdMYJpfU3Qgo+OgpZ0VS53NezM="></latexit>

O1,O2 2 L(H) ! c1O1 + c2O2, O1O2 2 L(H) 代数(環)になっている.
<latexit sha1_base64="ZjVczjbf4TqfM3bEhVX+Bqa9tTw="></latexit>

O†
1 2 L(H)

<latexit sha1_base64="mfgcCBerOtgEmGy82f7/BEeu6U4="></latexit>

A ⇢ L(H) : 部分代数（部分集合でそれ⾃⾝で閉じてるもの）

限られた演算⼦しか使えない 全体がわからないことによる不確かさ

エントロピー``粗視化’’



部分代数とreduced density matrix
l reduced density matrix
• !にだけ作⽤する演算⼦の集合

部分代数
<latexit sha1_base64="y3iEliuMUAON34T21jQURsC7ezc="></latexit>

B

<latexit sha1_base64="iEm7hDquVWqCPTBYrDtkIzBUyzQ="></latexit>

B̄

<latexit sha1_base64="iBDCBZ4DLBYk9v9q1WtXw6iMrRA="></latexit>

⇢B = trB̄ ⇢
<latexit sha1_base64="NuH/gbUPLC7zWEPLY6kZZHxUQQo="></latexit>

A = L(HB)⌦ 1B̄ ⇢ L(H)

l もっと⼀般の部分代数 でも同じ式で特徴づける.<latexit sha1_base64="UPQhaSGGdvHGRpUiwBTTiUYYMcU="></latexit>

A

部分代数ごとに``reduced density matrix’’が定義できる!

<latexit sha1_base64="c+pDLms31rxiQpt6DQxHkioNPIQ="></latexit>

⇢A 2 A s.t. tr(⇢AO) = tr(⇢O) 8
O 2 A

<latexit sha1_base64="u6+bo+QxWvU+yTjcPghlEsz63N0="></latexit>

⇢, A ! ⇢A

<latexit sha1_base64="c+pDLms31rxiQpt6DQxHkioNPIQ="></latexit>

⇢A 2 A s.t. tr(⇢AO) = tr(⇢O) 8
O 2 A

<latexit sha1_base64="2gaIxYg2V18gBMEouimXFWHfzt4="></latexit>

⇢A = ⇢B ⌦
1B̄

dimHB̄

<latexit sha1_base64="y0lH+Pc8Vw8+ydXM89G4ZpTTWlc="></latexit>

SA(⇢) 部分代数に付随したエントロピー



各ブロックへの射影

l の構成法

ヒルベルト空間の分解
部分代数

<latexit sha1_base64="kpB+nLhDKnWLi9Myv1loARHzEFc="></latexit>

A ⇢ L(H)

定理：ヒルベルト空間は次の形にブロック分解可能

<latexit sha1_base64="PZbnVuE957c0BjFIq57FC0sh674="></latexit>

H =
M

k

HAk ⌦HĀk

<latexit sha1_base64="UaEtyBlnCwhyJLwKR/s/S7SVIN4="></latexit>

A =
M

k

L(HAk)⌦ 1Āks.t.

⼀般にはテンソル積そのものにはならないが、テンソル積の直和には分解できる!

<latexit sha1_base64="76EajaOIiHmBiwEYv8DJvpK6w88="></latexit>

⇧k

<latexit sha1_base64="/82UTiKq1rrt8ai5yUaOY+yzu/g="></latexit>

pk = tr(⇧k⇢⇧k), ⇢k =
1

pk
⇧k⇢⇧k

<latexit sha1_base64="uZA2oUrgcsks+SaXKgpnknIEezU="></latexit>

⇢k,A = trĀk
⇢k

<latexit sha1_base64="sCGU+/blvhwLK8ezNqHbP5rUPuw="></latexit>

⇢A =
M

k

pk ⇢k,A ⌦
1Āk

dim(HĀk
)

<latexit sha1_base64="UoUN0nW3yEsq5wtd8cWZq01Hx68="></latexit>⇢A
<latexit sha1_base64="c+pDLms31rxiQpt6DQxHkioNPIQ="></latexit>

⇢A 2 A s.t. tr(⇢AO) = tr(⇢O) 8
O 2 A



シン・エンタングルメントエントロピーの定義
<latexit sha1_base64="PZbnVuE957c0BjFIq57FC0sh674="></latexit>

H =
M

k

HAk ⌦HĀk

<latexit sha1_base64="ZmQXm2ZmMpaQMuSlCTEhHB2FVxQ="></latexit>

⇢A =
M

k

pk ⇢k,A
<latexit sha1_base64="xkHFBJUKqc+/20D1Qk/BlT2HZeI="></latexit>

HA =
M

k

HAk

<latexit sha1_base64="ZRy8500JC3MEeHO24isUpzcuR1M="></latexit>

SA(⇢) = � trA ⇢A log ⇢A = Scl
A(⇢) + Sq

A(⇢)

各セクターのEEを平均化したもの

古典確率分布 のShannonエントロピー
<latexit sha1_base64="z4hcq1Wvlu4Kf/gxQcw0kZyOvDs="></latexit>

Scl
A(⇢) = �

X

k

pk log pk

cf. symmetry resolved EE

縮約密度⾏列 on

<latexit sha1_base64="kBJmekSVtSRl5ShdJ+9Q0gKjPNI="></latexit>

⇢A =
M

k

pk ⇢k,A ⌦
1Āk

dim(HĀk
)

on
<latexit sha1_base64="btQnHBjpKM3RdlZvPizxI0AWVKw="></latexit>

pk = tr(⇧k⇢⇧k), ⇢k =
1

pk
⇧k⇢⇧k

<latexit sha1_base64="CxXK6HiLsScwtEVnbYnhlfhp7ps="></latexit>

{pk}

<latexit sha1_base64="9hxoVNhZAObZfKqbl/GmRPZ/7U4="></latexit>

Sq
A(⇢) =

X

k

pkS(⇢k,A)

通常のEEの⼀般化！



具体例：Qubit
n 1個のQubit

n 何でも測れる⼈
<latexit sha1_base64="NVPfXgkClM4yiOoVgY+d9bAa9p4="></latexit>

A = span{1,�x,�y,�z}

(この⼈にとっては)純粋状態は曖昧さのない状態

通常のvon Neumann entropy

純粋状態
<latexit sha1_base64="itqvHJBDynVVxzQ7DKtISdsJ+jo="></latexit>

H = span{|0i , |1i}

<latexit sha1_base64="cLlIsToHGG0tIx/z8bBWw5leDrs="></latexit>

| i = cos
✓

2
|0i+ ei� sin

✓

2
|1i

<latexit sha1_base64="ZOLp7mlTtn06Vkok63k6n26wqPA="></latexit>

SA(⇢) = S(⇢)

特に純粋状態だと
<latexit sha1_base64="UNx1AePMV11c9h3cmwZR9QF5C3c="></latexit>

SA( ) = 0

実際、任意精度で何でも測定を⾏えるならば 決定可能.
<latexit sha1_base64="OTNwzWRVKltjWqHx0468VyFaXRQ="></latexit>

✓,�

<latexit sha1_base64="YQU47Jh5dHIbeoS0xSTTjBd/ah8="></latexit>

= L(H)

（正確には密度⾏列が決定できる）



具体例：Qubit
n 1個のQubit

エントロピー＝不確定度

純粋状態
<latexit sha1_base64="itqvHJBDynVVxzQ7DKtISdsJ+jo="></latexit>

H = span{|0i , |1i}

<latexit sha1_base64="cLlIsToHGG0tIx/z8bBWw5leDrs="></latexit>

| i = cos
✓

2
|0i+ ei� sin

✓

2
|1i

n !⽅向のスピンしか測れない⼈
<latexit sha1_base64="w1a2FiZObJjxvTJGIvcY33kfiBU="></latexit>

A = span{1,�z} =
n
c0

✓
1 0
0 0

◆o
�

n
c1

✓
0 0
0 1

◆o

<latexit sha1_base64="obeOYF8rh7Y5n8PNGkk2vPuIDxo="></latexit>

H = span{|0i}� span{|1i}

<latexit sha1_base64="uH6muYz3MkNGtX0EQxm7OIEzKZ4="></latexit>

SA( ) = �p0 log p0 � p1 log p1
<latexit sha1_base64="AGEgZ/qlW8akMKzwKONN7g8BjZ8="></latexit>✓
p0 = cos2

✓

2
, p1 = sin2

✓

2

◆

この⼈はどう頑張っても と の区別つかない.

<latexit sha1_base64="epMu+H4hEVK2ay+ZoKFuUgvBwbU="></latexit>

⇢ =

✓
p0 0
0 p1

◆
<latexit sha1_base64="gIbqGNb2B2ntxUm0gsQaXe6VI5A="></latexit>

| i

代数的アプローチなら、1個のQubitに対しても``EE’’が定義できる！



Observational Entropy

Safranek, Deutsch, Aguirre (2017 - )

物性・熱⼒学の分野でも同様の概念が提唱されている.

• General framework to encompass classical and quantum equilibrium 
and non-equilibrium coarse-grained entropy

ほぼ代数的アプローチと同じ定義. 

演算⼦を制限することによる粗視化のエントロピー.



ここまでのまとめ

<latexit sha1_base64="y3iEliuMUAON34T21jQURsC7ezc="></latexit>

B

<latexit sha1_base64="iEm7hDquVWqCPTBYrDtkIzBUyzQ="></latexit>

B̄
"内のことしかわからない⼈にとってのエントロピー
＝通常のbase space EE

Ø 演算⼦の制限⽅法（部分代数のとり⽅）は⾊々.  Hilbert 空間がテンソル積になっている必要はない.

• ⼀般的なエンタングルメントエントロピー

• ⼀般的なRenyiエントロピー

l 使える演算⼦が制限されている観測者に対して、全体がわからないことによる
不確定さの度合いとしてエントロピーが定義できる。

<latexit sha1_base64="gwa85yThal0AzRr0N0Bb/SBpj48="></latexit>

SA(⇢) = Scl
A(⇢) + Sq

A(⇢)

<latexit sha1_base64="SOThhImkW4oNGRcF8wC+ZKBR+c0="></latexit>

S(n)
A (⇢) =

log trA ⇢nA
1� n

=
log

⇣P
k p

n
k trAk ⇢

n
k,A

⌘

1� n

<latexit sha1_base64="+MMb5kEuBY9hEwrPPzVTaCYhayw="></latexit>

Scl
A(⇢) = �

X

k

pk log pk, Sq
A(⇢) =

X

k

pkS(⇢k,A)



次の話

Ø (多)粒⼦の量⼦⼒学に対して
target space EEを考える.

!

<latexit sha1_base64="it39/bxsEx+mLeSBA6KYT1fTxY0="></latexit>x

<latexit sha1_base64="Zd+in4F69rCekuZ223KM+cFqshE="></latexit>

H =
NX

i=1

✓
p
2
i

2m
+ V (xi)

◆



Outline

n Target space EEの定義
EEの定義を拡張する

n 同種粒⼦の量⼦⼒学の場合
特にフェルミオン

n 具体例
⼀次元⾃由フェルミガス



l 部分領域 ! ⊂ #にだけ作⽤できる⼈にとってのEEを考える

⼀粒⼦の量⼦⼒学

!
"

波動関数#(!)
n 空間&を動く粒⼦の量⼦⼒学

<latexit sha1_base64="ngDWiA9H3+zcfpN3dljjck+g/1k="></latexit>

| i =
Z

M
dx (x) |xi

<latexit sha1_base64="CamHnr375Z44ZFEFoSn9x0tJ0S4="></latexit>Z

A
dxdx

0
O(x, x0) |xihx0|

#についてテンソル積になっていない

こういう演算 だけできる⼈



⼀粒⼦の量⼦⼒学のEE

<latexit sha1_base64="o5wmpGXvTQ1vGsIrDUiF32sHPUI="></latexit>

H = H1 �H0

• 純粋状態

粒⼦が"にいる or いない("̅にいる).

<latexit sha1_base64="ZmQXm2ZmMpaQMuSlCTEhHB2FVxQ="></latexit>

⇢A =
M

k

pk ⇢k,A• ``縮約密度⾏列’’
<latexit sha1_base64="ZRy8500JC3MEeHO24isUpzcuR1M="></latexit>

SA(⇢) = � trA ⇢A log ⇢A = Scl
A(⇢) + Sq

A(⇢)

<latexit sha1_base64="a53Rk73PNQp2QxW5nz+C5U3rGog="></latexit>

| i =
Z

A
dx (x) |xi+

Z

Ā
dx (x) |xi

⼀粒⼦だと、

<latexit sha1_base64="zTNUyprt2lIyW/CF4YZP1EKRPHs="></latexit>

SA( ) = Scl
A( ) + Sq

A( )

= �p1 log p1 � p0 log p0
<latexit sha1_base64="La5cvIleEJz7p6bf7rX1fsBjVoY="></latexit>

p1 =

Z

A
dx| (x)|2, p0 =

Z

Ā
dx| (x)|2 = 1� p1

EE = 古典確率分布(Bernoulli分布) のShannonエントロピー<latexit sha1_base64="1Z4M8iAgjfrSLxbiKhKdbiBPMw8="></latexit>

{p1, 1� p1}



同種粒⼦の多体系の量⼦⼒学
<latexit sha1_base64="Acy+qC6bZUdd3Xwc16OeBRRzpQs="></latexit>

 (x�(1), · · · , x�(N)) = (±)sgn� (x1, · · · , xN )n ボソン or フェルミオンの(粒⼦系

• !に$個, !̅に& − $個いる状態への射影

<latexit sha1_base64="mz7VDs1yT0RdkzX77En7cEnJxDc="></latexit>

Hk = ⇧k(A)H(N)

<latexit sha1_base64="ycYprTuAYNLjFw0vxhKf+6oNN10="></latexit>

H
(N) =

NM

k=0

Hk

<latexit sha1_base64="ARlNeN2nyGBP9b9ihiaY2UH+jxU="></latexit>

⇧k(A)

<latexit sha1_base64="XgFBXxbh11/zC1KUFFkiUgZ8Jj0="></latexit>

pk = tr[⇧k(A)⇢⇧k(A)]• 各セクターの確率
<latexit sha1_base64="OYzDyi41QjDIp4JH/rf9OYcLaJc="></latexit>

pk =

✓
N

k

◆Z

A
dky

Z

Ā
dN�kz | (~y, ~z)|2



同種粒⼦の多体系の量⼦⼒学のEE
<latexit sha1_base64="ycYprTuAYNLjFw0vxhKf+6oNN10="></latexit>

H
(N) =

NM

k=0

Hk

• 各セクターの密度⾏列
<latexit sha1_base64="8XqpgGo6WQlPoLrdlNyFoiAaZkg="></latexit>

⇢k =
1

pk
⇧k(A)⇢⇧k(A)

• 各セクターの縮約密度⾏列
<latexit sha1_base64="Vc3JutTAoDM/Fs+7AmMEFA5kWqs="></latexit>

⇢k,A = trĀ ⇢k

<latexit sha1_base64="VRVw3gHn6GbAFSpgdA2nI0A7XVY="></latexit>

⇢k,A =

�N
k

�

pk

Z

A
dkydky0

Z

Ā
dN�kz ⇢(~y, ~z, ~y0, ~z)

���~y
ED

~y0
���

<latexit sha1_base64="5QGg44mF05CVpkRThioxXEx8EwU="></latexit>

SA(⇢) = Scl
A (⇢) + Sq

A(⇢)• Target space EE

<latexit sha1_base64="b6dWhtGnpyMcL4tS1qz9XtdGu8s="></latexit>

Scl
A (⇢) = �

NX

k=0

pk log pk, Sq
A(⇢) = �

NX

k=0

pk trA ⇢k,A log ⇢k,A

Shannon entropy 各セクターのEEの平均



フェルミオンの場合（⾏列量⼦⼒学の場合）
• Slater determinant

<latexit sha1_base64="NTKRwm5Nq/6ES/GJfNiynnMxdg8="></latexit>Z

M
dx�i(x)�

⇤
j (x) = �ij

<latexit sha1_base64="hsZHwMqoY04fsPhnNHOv1Xib7fU="></latexit>

Xij(A) =

Z

A
dx�i(x)�

⇤
j (x)• overlap matrix ⼀般に対⾓的でない

Ø 固有値を)!とする (* ≤ )! ≤ ,)
<latexit sha1_base64="C+BUaZP5LB3V766KUSNvtGo5Jgc="></latexit>

Scl
A (⇢) = �

NX

k=0

pk log pk, Sq
A(⇢) = �

NX

k=0

pk trA ⇢k,A log ⇢k,A は (!で書ける.

<latexit sha1_base64="XhdQNNF3Oiqf2HXfPQ6kCtc2BJw="></latexit>

 (x1, . . . , xN ) =
1p
N !

det (�i(xj))



フェルミオンのEEの古典部分
<latexit sha1_base64="VW5EB3lGwHOf4NIazzqOseHeyE0="></latexit>

Scl
A (⇢) = �

NX

k=0

pk log pk

• N種類のコイン（それぞれ表の確率(! , 裏の確率1 − (!）

• 表が$個の確率

l Poisson⼆項分布のShannonエントロピーと同じ.

<latexit sha1_base64="8hQYlXUbrUCZ5s3ayLJTmPVi7Us="></latexit>pk

l 表が出る確率の平均 を固定したとき、エントロピーが最⼤になるのは
<latexit sha1_base64="GXIp3hspy2+uQwH9Eooebb8MC/w="></latexit>

1

N

X

i

�i ⌘ �

<latexit sha1_base64="gcRFyEgC3e9Uw2U7g8BDL+sNbms="></latexit>

�1 = · · · = �N = �（普通の⼆項分布）.

<latexit sha1_base64="NdH1chKhV83vFLpwe01h/Brp6AU="></latexit>

Scl(�1, · · · ,�N )  Scl[B(N,�)] =
1

2
log[2⇡N�(1� �)] +

1

2
+O(1/N)

<latexit sha1_base64="qRHfIdh3qACJ/UaM6NGmhN0T8vg="></latexit>

Scl
A (⇢) . O(logN)

中⼼極限定理



フェルミオンのEE

<latexit sha1_base64="LZvlMXKoe4WOFbtXlFclqsuEnxI="></latexit>

SA(⇢) = S
cl
A (⇢) + S

q
A(⇢) =

X

i

H(�i)

l 古典+量⼦は簡単化

<latexit sha1_base64="h9MfftPbphG6/kjksQAD5Gejvao="></latexit>

H(�) = �� log �� (1� �) log(1� �) [Bernoulli分布のShannonエントロピー]

l 独⽴な(個のBernoulli分布のShannonエントロピーと同じ

よりEEの最⼤値は<latexit sha1_base64="GJZI0fLljMTdF9aj1cc0E4tR51A="></latexit>

H(�)  log 2
<latexit sha1_base64="ZQYc8FKyMn9zmET0tzid/aWUliI="></latexit>

N log 2

<latexit sha1_base64="Uj1KrHodzweC7DwpY3PX7Wzl6Ws="></latexit>

S(n)
A (⇢)  N log 2l Renyiエントロピーも同様

<latexit sha1_base64="q6iFbyf6sjJbkCUXhCzsRSoTExo="></latexit>

= � tr[X logX + (1N �X) log(1N �X)]



フェルミオンのEEの上限

l 古典部分 より⼤きい. (注: ⼀粒⼦のときは古典部分しかなかった)

l 粒⼦数(が有限ならば、エントロピーは有限.
場の理論だと⼀般に紫外発散.
⾏列模型のEEは有限.

<latexit sha1_base64="qRHfIdh3qACJ/UaM6NGmhN0T8vg="></latexit>

Scl
A (⇢) . O(logN)

l 最⼤エントロピー <latexit sha1_base64="as2i/HYD5YBkmjjU62vAxfXEgro="></latexit>

N log 2 （⽰量的, 体積則）

ü これは⼀般的な上限. 基底状態等のEEはもっと⼩さい（準⽰量的, ⾯積則）

⼀次元⾃由フェルミガス

<latexit sha1_base64="dPj73+dMHUweUb81riX+HIM9c60="></latexit>

SA(⇢)  N log 2

<latexit sha1_base64="mmDa9cpk1s7RmMyNqqlIvGki9N8="></latexit>

SA(⇢) ⇠
1

3
logN

注：ヒルベルト空間の次元は無限

（あとで）



Outline

n Target space EEの定義
EEの定義を拡張する

n 同種粒⼦の量⼦⼒学の場合
特にフェルミオン

n 具体例
⼀次元⾃由フェルミガス



…

円周上のフェルミガス

• ⼀粒⼦固有関数

• 基底状態 ($ =奇数 とする)

<latexit sha1_base64="rcvguHK5/0EJOALp+5qyFL0qgzM="></latexit>

�i(x) =
1p
L
e

2⇡i
L nix

<latexit sha1_base64="lA4H/zLERqoG323wWB6PVtgqNA0="></latexit>

n1 = 0, n2 = �1, n3 = 1, n4 = �2, n5 = 2, · · ·

<latexit sha1_base64="RGCTJeOSv0NB0BCH8ql2AXYfIhg="></latexit>�
�L/2  x  L/2

�

<latexit sha1_base64="XhdQNNF3Oiqf2HXfPQ6kCtc2BJw="></latexit>

 (x1, . . . , xN ) =
1p
N !

det (�i(xj))
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EE for a single interval
l ⻑さ -. の区間のEE（円周との⽐が " ）

overlap matrix
<latexit sha1_base64="S1SwvZk5Iliz2+FoLuZLVMzYXOA="></latexit>

Xij(A) =

Z

A
dx�i(x)�

⇤
j (x)

"
<latexit sha1_base64="EdqhFSZ3NBfu9X1e0aUuu9ZarnI="></latexit>

rL

Not linear in !
<latexit sha1_base64="vDrecQfAV5yMMxHf5ebkDgrYAHk="></latexit>

r = 1/2

<latexit sha1_base64="8SR7WpVnzYjWdI4Vxqcm69TDSFo="></latexit>

N

<latexit sha1_base64="A6LOhTHlErl9FMnMg5ETDT7zmEE="></latexit>

S(A) = � tr[X logX + (1N �X) log(1N �X)]
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Large !
l (が⼤きいときの漸近形は解析的に計算可能 (XX模型と同じ計算に帰着)

<latexit sha1_base64="vDrecQfAV5yMMxHf5ebkDgrYAHk="></latexit>

r = 1/2

<latexit sha1_base64="8SR7WpVnzYjWdI4Vxqcm69TDSFo="></latexit>

N

<latexit sha1_base64="x/QZgU6eKJkrMHDsmE+EyGiqlcc="></latexit>

⌥1 = i

Z 1

�1
dw

⇡w

cosh2(⇡w)
log

�
�
1
2 + iw

�

�
�
1
2 � iw

� ⇠ 0.495

"
<latexit sha1_base64="EdqhFSZ3NBfu9X1e0aUuu9ZarnI="></latexit>

rL

[Jin, Korepin (2004), Calabrese, Essler (2010)]

⼩さい&でも割と良い近似

<latexit sha1_base64="a94a56y+hnfsxXmkjgrKlcbxSG8="></latexit>

S ⇠ 1

3
log[2N sin(⇡r)] +⌥1

⾯積則(準⽰量的)！



場の理論との⽐較

"
<latexit sha1_base64="EdqhFSZ3NBfu9X1e0aUuu9ZarnI="></latexit>

rL

• (粒⼦系

• / = 1 CFT ': UV cutoff, *̃: 正則化に依存する定数

<latexit sha1_base64="RVWQZGKwY9AVSEFSq8s2+pFelPo="></latexit>

N ⇠ L

�

注: XX模型の連続極限は# = 1 free fermion

粒⼦数~カットオフ

<latexit sha1_base64="+W8z850evMM077FqW4Mi+Qi7JUA="></latexit>

S ⇠ 1

3
log[N sin(⇡r)] +

✓
1

3
log 2 +⌥1

◆

<latexit sha1_base64="sEUSLQlvF4Q7ysN0pzCcL/zE+Os="></latexit>

S =
1

3
log


L

�
sin(⇡r)

�
+ c̃

場の理論的にnon universalな定数#̃も
量⼦⼒学的には意味ある?
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相互情報量

2"

2#

<latexit sha1_base64="f/SXvsNw+uBMia6VogI+UdBzc9Y="></latexit>

rL

<latexit sha1_base64="F7gnruivg+2CAOJB99h/ve0X2t0="></latexit>

dL

l 2つの区間の相互情報量(mutual information)
<latexit sha1_base64="wtwSEu1EG/jpbIgFlHoUGv/+DA8="></latexit>

I(I1; I2) = S(I1) + S(I2)� S(I1 [ I2) （領域間の相関）

3

<latexit sha1_base64="/3e+eKm0+vFanemvix96JLoooUs="></latexit>

N = 101, r = 0.01

2 <latexit sha1_base64="B/qGgvIUHsr1QyDdKKHz8aO+iNQ="></latexit>

1

3


2 log[2N sin(⇡r)] + log

sin[⇡(d+ r)] sin[⇡(d� r)]

sin2(⇡d)

�
+ 2⌥1

large ' (Fisher-Hartwig予想)



相互情報量

2"

2#

<latexit sha1_base64="f/SXvsNw+uBMia6VogI+UdBzc9Y="></latexit>

rL

<latexit sha1_base64="F7gnruivg+2CAOJB99h/ve0X2t0="></latexit>

dL

l 2つの区間の相互情報量(mutual information)
<latexit sha1_base64="wtwSEu1EG/jpbIgFlHoUGv/+DA8="></latexit>

I(I1; I2) = S(I1) + S(I2)� S(I1 [ I2) （領域間の相関）
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0.000
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0.010

<latexit sha1_base64="RkWduotfiKIj5bUoNyalTZ7UQ7c="></latexit>

I(I1; I2) ⇠
1

3
log

sin2(⇡d)

sin[⇡(d+ r)] sin[⇡(d� r)]

解析形（large "）

& → ∞でも有限！
場の理論でも⼀般に紫外有限.3

<latexit sha1_base64="/3e+eKm0+vFanemvix96JLoooUs="></latexit>

N = 101, r = 0.01

2

CFT (free compact boson at self-dual radius)の
結果と⼀致（なぜ？） [Calabrese, Cardy (2004)]



ま と め



Target spaceの量⼦もつれ
l 量⼦もつれの⼀般的定義

まだ基本的なことも全然調べられていない(はず)

• 演算⼦の部分代数ごとにエントロピーが定義できる

l 同種粒⼦の量⼦⼒学のtarget space EE

l ⼀次元⾃由フェルミガス

• EEの上限と有限性

• 数値計算とラージ(での解析計算

⾊々応⽤がありそう



展望

l 場の理論のtarget space EE (全然調べられていない)

今回は⾏列1個の場合(⾃由フェルミオン), 複数の場合をやりたい
BFSS, fermionic, …
量⼦⼒学ですらない場合？(IKKT), 経路積分による計算法

l ホログラフィーとの関係

l Multi-matrix QM


